ROBINSON
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28 de marzo de 2014



Mesa # Valor : 8 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 4 mins.

Problema. Suponga que el perimetro de un tridangulo isosceles y rectangulo es 36. En-
cuentre su area. Explique.

Problem. Suppose that the perimeter of an isosceles right triangle is 36. Find its area.
Explain.



Mesa #

Robinson Math Bowl, 2014

Valor : 8 ptos.

Tiempo : 4 mins.

Problema. Suponga que el perimetro de un tridangulo isosceles y rectangulo es 36. En-

cuentre su area. Explique.

Problem. Suppose that the perimeter of an isosceles right triangle is 36. Find its area.

Explain.

Solucion.

El perimetro es,

a—+a-+ a\/§
a
a
El area es,
1
S@)a) =

B
= 2a+aV?2
= a2+ V2)
= 36
36
2442
= 18(2—-V?2)
2
324(2 — /2)?

2

162(6 — 41/2)

972 — 648+/2



Mesa #

Robinson Math Bowl, 2014

Valor :

Tiempo :

8 ptos.

4 mins.

Problema. Resuelva para x

Explique.

Problem. Solve for =

Explain.

1
-z 5:1:‘2—1::
3 9 7 31

1
379027 =
81



Mesa # Valor : 8 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 4 mins.

Problema. Resuelva para x
377927 = —

Explique.
Problem. Solve for x
379027 =

Explain.

Solucion.

3—1’ . 95:0 . 27—1’ — 3—:(: . (32)5‘r . (33) -z

— B—m . 310:B . 3—3I
— 3—x+10x—3x
— 36:0
La ecuacion es equivalente a
361’ — 3—4
6r = —4



Mesa # Valor : 10 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 5 mins.

Problema. Dado que,
x>0, y>0, 8x+y<17 y 2247y <13.

Encuentre el valor maximo posible para la expresion x + y. Explique.
Problem. Given that,

>0, y>0, S8r+y<17 y 2x+Ty <13

Find the maximum possible value of the expression x + y. Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 5 mins.

Problema. Dado que,
x>0, y>0, 8rx+y<17 y 2z+ 7Ty <13.

Encuentre el valor maximo posible para la expresion x + y. Explique.

Solucion.
Las cuatro rectas; t =0, y =0, 8¢ +y =17 y 22 + Ty = 13 se intersecan en los puntos

(0,0), (17/8,0), (13/2,0), (53/27,35/27), (0, 13/7), (0, 17).

En la figura de la derecha se ilus- b—3 -«
tra la regién (de forma sombreada) AN
en el plano que satisface el sistema b9 Ny Sz 4y =17
de desigualdades dado. . N

N A

Sea b = z+y. Note que si le asig- b =1y \\\
namos valores arbitrarios a b, cada \\\ oy 32/ 27 33/27) 2z + Ty = 13
uno de estos valores determina una b=0 N N /
recta en el plano, a saber, la recta AN \\\
y = —x +b. En la figura se ilus- - N NI OB o)
tra (de manera entrecortada) la recta A N NN
obtenida para los valores b = 0,1, 2, 3 hN A hR A

respectivamente. El valor maximo

posible de b que nos da una recta que interseca el conjunto sombreado se alcanza en uno de los
vértices del cuadrilatero sombreado. Sustituyendo cada uno de los vértices del cuadrilatero,
obtenemos

(0,0) = b=0+0=0
(17/8,0) = b=17/8+0=17/8 =2.125
(53/27,35/27) = b=53/27 + 35/27 = 88/27 = 3.259. ...

(0,13/7) = b=0+13/7=13/7=1.857...

88
Por lo tanto, el valor méximo de x + y ocurre en el punto (53/27,35/27) y es igual a 37




Mesa # Valor : 10 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 5 mins.

Problema. Los puntos A, B y C estan sobre un circulo de radio 5 tal que AB = 6y
AC = 8. Encuentre el menor de los dos posibles valores de BC'. Explique.

Problem. Points A, B and C lie on a circle of radius 5 such that AB = 6 and AC' = 8.
Find the smaller of the two possible values of BC'. Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 5 mins.

Problema. Los puntos A, B y C estan sobre un circulo de radio 5 tal que AB = 6y
AC = 8. Encuentre el menor de los dos posibles valores de BC'. Explique.

Solucion.

Suponga, sin perder generalidad, que el centro del circulo es el origen. En coordenadas
polares,

A = (5cos(w),bsin(a)), B = (5cos(f),5sin(B)) y C = (5cos(7),5sin(y)).

dist(A, B)2 =36 = (5cos(a) — 5cos(3))” + (5sin(a) — 5sin(B))* = 36
—> 50 — 50 [cos(a) cos(f) + sin(«) sin(B)] = 36
— 50 — 50 [cos(ar — )] = 36
s cosfag) 01T
=50 =50 25
De forma similar,

64 — 50 14 7
1 2 _ — = = = ——
dist(A,C)* =64 = cos(a—7) 50 50 o

Utilizando la identidad trigonométrica bésica obtenemos,

sin(a — ) = £1/1 — (7/25)% = £24/25  sin(a — ) = ++/1 — (—7/25)2 = +24/25.

Queremos el menor valor posible de BC' = dist(B, C)

dist(B,C)?* = (5cos(B) —5cos(7))* + (5sin(3) — 5sin(y))?
= 50 — 50 [cos(B) cos(y) + sin(B) sin(7)]
= 50 —50([cos(B — )]
= 50 —50[cos(f —a+a—7)]
= 50 — 50 [cos(f — a) cos(ax — ) — sin(f — ) sin(a — 7)]
= 50 — 50 [cos(a — B) cos(ax — ¥) + sin(a — B) sin(a — )]

Conl(2)(3)- () ()

7?0 247 50 ll n 72 242} 196

- 14— 4+
50{ } 252 252| 25

952 © 952 <~

para minimizar

196 14
Asi que, el menor de los dos posibles valores de BC es | BC' = 55 — 5"




Mesa # Valor : 8 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 4 mins.

Problema. Suponga que P(z/3) = 2>+ z+1. ;Cuél es la suma de las raices de P(3z) = 77
Explique.

Problem. Suppose that P(z/3) = 2> + z + 1. What is the sum of all the roots of
P(3x) =77 Explain.



Mesa # Valor : 8 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 4 mins.

Problema. Suponga que P(z/3) = 2?2 +z+1. ;Cudl es la suma de las raices de P(3z) = 77
Explique.

Problem. Suppose that P(z/3) = 2> + z + 1. What is the sum of all the roots of
P(3x) =77 Explain.

Solucion.

Si P(z/3) = 2® + x + 1, entonces P(3z) = (92)° + (92) + 1 = 8122 + 9z + 1. Sean p, ¢ las
raices de P(3z) = 7, entonces

PBr)=7 = 812’ +92+1=7

— 8122 4+92—-6=0
1 2

122+ 20— =) =

= & (:)3 +9x 27) 0

De otro lado, como p, ¢ son las raices de P(3x) =7,

1 2
81<x2+§$—2—7)=0 — 8l(zx—p)(x—q)=0

— 81 (2® — (p+q)z + pq)

1
Igualando coeficientes, obtenemos [p + ¢ = ~9




Mesa # Valor :

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo :

10 ptos.

5 mins.

Problema. Encuentre la solucién real mayor de la ecuacion
—6=(r—-3)(z+1)(z—4)(zr+2).

Explique.

Problem. Find the largest real solution to the equation
—6=(z—-3)(x+1)(z—4)(z+2).

Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 5 mins.

Problema. Encuentre la solucién real mayor de la ecuacion

—6=(r—-3)(z+1)(z—4)(zr+2).

Explique.
Solucion.
Note que,
—6 = (2)(-3)
= (6-4)(6-9)
= (V6-2) (vV6+2) (V6-3) (V6+3)
= ((1+v8) =3) ((1+v6) +1) (1 v6) - 4) ((1+6) +2)
También,
—6 = (2)(=3)
= (6—-4)(6—-9)
= (~vB-2) (-vo+2) (-6 -3) (-V6+3)
= ((1=v8) =3) (1= v6) 1) (1= v6) =4) (1= v6) +2)
Ademas,
—6 )(—2)

1
/
~N W
|
W
N—
S
\]

@
S~—

( )(f+2> (f?—:%) (f?+3>
= ((1+v7) =3) (14 v7) +1) ((1+v7) = 4) ((1+v7) +2).

De forma similar podemos ver que 1 — v/7 es otra solucién. Las soluciones reales son

146, 1+V7.

La solucién real mayor de la ecuacién es |1+ /7.
Otra forma, la ecuacién es equivalente a

ot — 4x® — T2* + 222 4 30 = (2? — 22 — 5)(2? — 22 — 6) = 0.



Mesa # Valor :

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo :

8 ptos.

4 mins.

Problema. ;Cuédntas soluciones reales tiene el sistema de ecuaciones
2 _ 2 _ =9
x° +y =11, x+y =77

Explique.

Problem. How many real solutions does the system of equations
4y =11, T+y =7

have? Explain.



Mesa #

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo :

Valor :

8 ptos.

4 mins.

Problema. ;Cuédntas soluciones reales tiene el sistema de ecuaciones
2 _ 2 _ =9
x° +y =11, x+y =77

Explique.

Problem. How many real solutions does the system of equations
4y =11, T+y =7

have? Explain.

Solucion.

Recuerdan la gréfica de una parabola?

12 v
11

=
o

S hd A b N B O R, N W M O O N ® ©
\

El sistema tiene | cuatro soluciones reales. ‘ El punto (3,2) es una de ellas.




Mesa # Valor : 10 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 5 mins.

Problema. Sean x,y, z nimeros reales tales que 3x,4y, 5z, . .. es una progresién geométrica
y tales que %, i, %, ... es una progresion aritmética. ;jCudl es el valor de Z + 27
Explique.

Problem. Let x,y, z be real numbers such that 3x,4y, 5z, ... is a geometric progression
and such that 1,1 1 is an arithmetic progression What is the value of

x? y7 z)

2 + 27 Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo : 5 mins.
Problema. Sean x,y, z nimeros reales tales que 3x,4y, 5z, . .. es una progresién geométrica
y tales que %, i, %, ... es una progresion aritmética. ;jCudl es el valor de Z + 27
Explique.
Solucion.
Como 3z,4y,5z,... es una progresién geométrica

4y = V3z -5z = V1522

Como %, i, %, ... es una progresion aritmética
1,1
1_z+:
Y 2

Cuadrando y simplificando un poco las dos ecuaciones arriba,

16y* = 1522 (1)
4 1 1 2
S 2
y2  a? * 22 + xz )

Despejando para y? en la ecuacién (1) y sustituyendo en la ecuacién (2), obtenemos

416 1 12
1522 a2 22 a2z
64—-30 1 1
1522 a2 22
34 PA+a?
1522 1222
S
15 Tz

En este caso, tenemos que
z 2P 42 34
- ozz 15

R
8



Mesa # Valor :

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo :

8 ptos.

4 mins.

Problema. Encuentre la suma de las soluciones de
1
— 3z = 2|| = =.
@ =3z = 2[| = 5

Explique.

Problem. Find the sum of the solutions of

o~ 30— 2| = &

Explain.



Mesa # Valor :

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo :

8 ptos.

4 mins.

Problema. Encuentre la suma de las soluciones de
1
— 3z = 2|| = =.
@ =3z = 2[| = 5

Explique.

Problem. Find the sum of the solutions of

1
|z — |3z —2|| = =

5
Explain.
Solucion.
Primero, tenemos
1
— 8z — 2| =+£-.
v~ [3r -2 =+
Esto es equivalente a,
1
3r—2| = —.
Be =2 =2 F
Asi que hay que resolver cuatro ecuaciones, a saber
1
39:—2:j:<x$—).
2
Las ecuaciones son
3 2 L - 5
r—2=x— = r=-
2 4
3 2 + L — >
r—2=x+ = T =-
2 4
1 3
r—2=—1r—=- — xr=-
x T- 3 T =g
1 5
3r—2=— - = r=-
T T+ 5 x 3

La suma de las soluciones es

§+§+§+§_6+m+3+5_%_3
4 4 8 8 8 8 7




Mesa # Valor :

Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo :

10 ptos.

5 mins.

Problema. Suponga que A+ B =2y que A? 4 B? = 5. Encuentre
A® 4+ B3

Explique.
Problem. Suppose that A+ B = 2 and that A% + B2 = 5. Find

A% + B3,

Explain.



Robinson Math Bowl, 2014 Tiempo :

Mesa # Valor :

10 ptos.

5 mins.

Problema. Suponga que A+ B =2y que A? 4 B? = 5. Encuentre
A® 4+ B3

Explique.
Problem. Suppose that A+ B = 2 and that A% + B2 = 5. Find

A%+ B
Explain.
Solucion.
4=22=(A+B)> = A’+ B®>+2AB
4 = 5+2AB
—2AB = 1

1
AB = —-

2

8=2"=(A+B)’ = A®+34°B+3AB*+ B3

8§ = A+ B*+3AB(A+ B)
3 3 1

8 = A3+ B*-3

Por lo tanto,
A’ + B =11.



