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Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. Determine todos los niimeros reales x que satisfacen
logy, (18V/3) = log,, (16272)

Explique.

Problem. Determine all real numbers x that satisfy
log,,, (483/5) = logs,, (162\75) .

Explain.



Mesa #

Colegio Espiritu Santo, 2018

Valor : 10 ptos.

Tiempo : 5 mins.

Problema. Determine todos los niimeros reales x que satisfacen

logy, (18V/3) = log,, (16272)

Explique.

Solucion.

Primeramente, las bases de los logaritmos son positivas y distintas de 1, asi que x > 0, = # %
y x # % Sean A =log(2) y B = log(3). Entonces,

log(48) =log (2*-3) =4A+ B y log(162) =log (2-3*) = A+ 4B.

Utilizando la formula de cambio de base, obtenemos

log (48+/3)

log (2x)

Esta tultima ecuacién es equivalente a

4A+ B+ iB

A+ log(x)

log (162v/2)
log (3x)

A4+4B+ ;A
B + log(z)

Multiplicando ambos lados por 3 y luego sumando (en los numeradores)

12A+4B
A+ log(x)

[B + log(x)] [12A + 4B]

log(z) [12A + 4B — 4A — 12B]
log(z) [SA — 8B

log()

log(z)

4A + 128
B + log(z)

[A + log(z)] [4A + 12B]

A[4A + 12B] — B[12A + 4B]

4 (A% - B?)
4(A2-B?) A+B
8(A—-B) 2

5 (log(2) + log(3)) =

Como la funcién f(x) = log(x) es inyectiva

z = /6.

N —

(10g(6)) = log (V/6)



Mesa #

Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. En el diagrama, el segmento de recta con extremos en P(—4,0)y Q(16,0) es el

Problem.

didmetro de un semicirculo. Si R(0,t) estd en el circulo con ¢ > 0. Encuentre
t. Explique.

In the diagram, the line segment with endpoints P(—4,0) and Q(16,0) is the
diameter of a semicircle. If R(0,t) is on the circle with ¢ > 0. Encuentre t.

Explain.

x

Q(16,0)



Mesa #

Colegio Espiritu Santo, 2018

Valor : 10 ptos.

Tiempo : 5 mins.

Problema. En el diagrama, el segmento de recta con extremos en P(—4,0)y Q(16,0) es el
didmetro de un semicirculo. Si R(0,t) estd en el circulo con ¢ > 0. Encuentre

t. Explique.

Problem. In the diagram, the line segment with endpoints P(—4,0) and @(16,0) is the
diameter of a semicircle. If R(0,t) is on the circle with ¢ > 0. Encuentre t.

Explain.

Solucion.

Sea M el punto medio entre P(—4,0) y Q(16,0).
Entonces,

p o (TAEIS 040Y (12 0Y o R(0,1)
B 2 2 ) \2'2) 7
Como PQ) es el didmetro del semicirculo, el cen-
tro del circulo es C'(h, k) = M = (6,0) y el radio
es r = 10. Por lo tanto, la ecuacién del circulo P(—4,0)

es
(z —6) 4 y? = 10%

Sustituyendo el punto R(0,t), obtenemos

(0—6)°+t* = 100
2 = 100 —36 = 64

t = =£8

Debido a la restriccion en ¢, concluimos que

x

Q(16,0)



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. Determine los pares (x,y) de niimeros reales que satisfacen el sistema de ecua-

ciones
Ve+y = 8
log(z) +log(y) = 2~
Explique.
Problem. Determine all pairs (x,y) of real numbers that satisfy the system of equations

st ol =

) +log(y) = 2 -

Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. Determine los pares (x,y) de niimeros reales que satisfacen el sistema de ecua-

clones { \/E_‘_\/g _ g
log(z) +log(y) = 2~

Explique.

Problem. Determine all pairs (x,y) of real numbers that satisfy the system of equations

{ VZ+,y = 8
log(z) +log(y) = 2~

Explain.

Solucién.
De la segunda ecuacion, obtenemos

log(z) +log(y) =
log(zy) =
10> = ay

Cuadrando la primera ecuacion,
64 =82 = (VT +1) =z +y+2/2/5.
Como \/z\/y = \/Ty = v/100 = 10 (aqui queremos solamente las raices principales),
T4y =64—2yx/y=64—20=44.
Sustituyendo ahora en la ecuaciéon zy = 100, obtenemos la cuadratica

zy = 100
(44 — x) 100
0 = 22— 442+ 100

Los posibles valores de z son = 224+8+/6. Las y correspondientes son y = 44—z = 22F78/6.

En fin, las soluciones son

(z,y) = (22+8V6,22 = 8V6) o (x,y) = (22 — 86,22 + 8V6).



Mesa # Valor :

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo :

10 ptos.

5 mins.

Problema. Determine todos los niimeros reales x que satisfacen

211
0<? <7
z+1
Explique.
Problem. Determine all real numbers z that satisfy
2 11
0< v <7
r+1

Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. Determine todos los niimeros reales x que satisfacen

2 —11
xr+1

0< <T.

Explique.
Solucion.

2 _

La solucion de n > () se obtiene haciendo un andlisis de los signos del numerador y el
x

denominador. Esta técnica utiliza el teorema del valor intermedio. Los signos de

?—11  (z—V11)(z + V11) -
r+1 x+1 ’

se resumen en el siguiente diagrama

Ol®| o0 |6

La solucién de esta primera desigualdad, en notacién de intervalo, es S = (—\/11, —1) U

2
(—i—\/ﬁ, +oo). La solucion de z

< 7 se obtiene de forma similar al caso anterior. Los
signos de

+1

x2—11_7:x2—11—7x—7:(m—9)(m—i—2)<0’
r+1 r+1 r+1

se resumen en el siguiente diagrama

ee ©

®

1 T
9

La solucién de esta segunda desigualdad, en notacién de intervalo, es Sy = (—o0, —2) U
(—1,49). La solucién de la desigualdad original, que es una conjuncién, es

S=5NS, = (—\/ﬁ, —2) U (+¢ﬁ, +9> .



Mesa # Valor : 10 ptos.
Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.
Problema. La progresién geométrica g1, g, . . ., gn, satisface

G1gn = 3

919293+ - Gn = 59049

Determine el valor de n. Explique.

Problem. The geometric sequence g1, gs, . . ., g,, satisfies

9i9n = 3
919293 - gn, = 99049

Determine the value of n. Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. La progresién geométrica g1, g, . . ., gn, satisface

gign = 3
919293+ - Gn = 59049

Determine el valor de n. Explique.

Solucién.
En una progresiéon geométrica si g; = a, entonces g; = ar®*~! para todo k =1,2,....

Gign =3 = (a)(ar" ') =3

= a’r"'=3

De otra parte
919293 - gn = 59040 = (a)(ar')(ar?®)---(ar""') = 59049
— (o) = 59049 = 81 - 729 = 81-81 -9 = 310

(n—1)n
— q"r 2z = 310

N (a”r(”zl)">2 _ (310)2

s a2n,,,,(n—1)n — 320

Como  a?p(=Dn — g2np(n=bn  — 30— 320 _— |y =9(.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. Dado que
(r —2018)(y —2019) 1
(z —2018)2 + (y — 2019)2 2
Encuentre el valor de x + y. Explique.

Problem. Given that

(z —2018)(y —2019) 1

(x —2018)2 + (y — 2019)2 2
Find the value of x + y. Explain.




Mesa #

Colegio Espiritu Santo, 2018

Valor :

Tiempo :

10 ptos.

5 mins.

Problema. Dado que
(x —2018)(y — 2019)

(x —2018)2 + (y — 2019)2

Encuentre el valor de x + y. Explique.

Problem. Given that
(x —2018)(y — 2019)

(z —2018)2 + (y — 2019)2

Find the value of = + y. Explain.

Solucion.

Sean A =z — 2018, B = y — 2019. Entonces

AB 1
A2+ B2
2AB = —A%*- B?
A2+ B*+2AB = 0
(A+B)’ = 0
Por lo tanto,
A+B = 0

(z —2018) 4 (y — 2019) = 0

T+y—4037 = 0

rT+y =

4037

1

5"

1

5"



Mesa #

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo :

Valor :

10 ptos.

5 mins.

Problema. ;Para cuantos enteros k con 0 < k < 18 es

Problem.

5sin(10k°) — 2

>27
sin?(10k°)  —
Explique.
For how many integers k£ with 0 < k < 18 is
5sin(10k°) — 2 0

sin®(10k°)  —

Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. ;Para cuantos enteros k con 0 < k < 18 es

5sin(10k°) — 2

>27
sin?(10k°)  —
Explique.
Solucioén.
i —2
Sea 6 = 10k°. Entonces las desigualdades ahora son 0° < 6 < 180° % > 2.
sin
Si 0° < @ < 180°, entonces sin(f) # 0. Multiplicando por sin*(#) > 0, obtenemos
5 sm(f) -2 _
sin”(0)
5sin(f) —2 > 2sin*(f)
0 > 2sin*(f) — 5sin(f) + 2
0 > (2sin(f) — 1) (sin(f) — 2)

Como sin(f) <1 =>sin(f)—2 < —1 < 0 para todo 6. Asi que el signo de la tltima expresién
arriba estd determinado por 2sin(f) — 1. La desigualdad serd cierta si 2sin(f) —1 > 0 y esto
es cierto si y sélo si sin(f) > % Por lo tanto, la desigualdad original es cierta si y sélo si
5 <sin(f) < 1. Recuerde que sin(30°) = sin(150°) = 3.
Como 0° < 0 < 180°, la desigualdad original se cumple exactamente cuando 30° < 6 < 150°.
Esto es,

30° < 10k° < 150° «— 3<k<15.

Los enteros k son k = 3,4,5,...,13,14, 15 y hay exactamente |13 de ellos.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. Encuentre el valor exacto de

sin(80°) + sin(40°)
sin(110°)

Explique.

Problem. Find the exact value of
sin(80°) + sin(40°)

sin(110°)

Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. Encuentre el valor exacto de

sin(80°) + sin(40°)
sin(110°)

Explique.

Problem. Find the exact value of
sin(80°) + sin(40°)

sin(110°)
Explain.
Solucién.
Recuerde las formulas
sin(u +v) = sin(u)cos(v) + cos(u) sin(v)
sin(u) + sin(v) = 2sin (u ;r U) oS (u ; U)

Utilizando la primera férmula
sin(110°) = sin(20° 4 90°) = sin(20°) cos(90°) + cos(20°) sin(90°) = cos(20°).

Utilizando la segunda férmula
80° 4 40° 80° — 40°
sin(80°) 4+ sin(40°) = 2sin <+) cos <?)
= 2sin (60°) cos (20°)
= 2 ? - cos (20°)

= V/3cos (20°)

Por lo tanto,

sin(80°) + sin(40°)  v/3cos (20°)
sin(110°) ~cos(200) v



Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. En el diagrama, ZCAB = 90°. El punto D estd en AB y el punto E esta en
AC de modo que AB = AC = DE,DB =9y EC = 8. Determine la longitud

de DE. Explique.

Problem. In the diagram, ZCAB = 90°. Point D is on AB and point F is on AC so
that AB = AC' = DE, DB = 9 and EC = 8. Determine the length of DFE.

Explain.




Mesa # Valor : 10 ptos.

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo : 5 mins.

Problema. En el diagrama, ZCAB = 90°. El punto D estd en AB y el punto E esta en
AC de modo que AB = AC = DE,DB =9y EC = 8. Determine la longitud
de DE. Explique.

Problem. In the diagram, ZCAB = 90°. Point D is on AB and point F is on AC so
that AB = AC' = DE, DB = 9 and EC = 8. Determine the length of DFE.
Explain.

Solucion.

Suponga que AB = AC = DE = z. Como

A DB =9, entonces AD =x —9. Como EC =
8, entonces AE = x — 8. Por el teorema
Pitagorico aplicado a AADE,

D E AD? 4+ AE?* = DE?

/ A
C (x—9)72+(r—8)* = 2

22— 182+ 81+ 22— 16x+64 = 2>

22 =34+ 145 = 0

(x=5)(z—29) = 0

Por lo tanto, z = 5 0o x = 29. Como x > 9,
ya que AB > DB = 9, la unica posibilidad es
que x = 29. Dado que x = DFE, concluimos

que



Mesa # Valor :

Colegio Espiritu Santo, 2018 Tiempo :

10 ptos.

5 mins.

Problema. Dado que,
log (sin(x)) + log (cos(z)) = -1

log (sin(x) 4 cos(z)) = % (log(n) — 1)

Determine el valor del entero n. Explique.
Problem. Given that,

log (sin(z)) + log (cos(x)) = -1
log (sin(z) + cos(z)) = % (log(n) — 1)

Determine the value of the integer n. Explain.



Mesa #

Colegio Espiritu Santo, 2018

Valor :

Tiempo :

10 ptos.

5 mins.

Problema. Dado que,

log (sin(x)) + log (cos(x))
log (sin(z) 4 cos(x))

= -1

= (log(m) ~ 1)

Determine el valor del entero n. Explique.

Solucién.
Primeramente,
log (sin(z)) + log (cos(x)) =
log (sin(z) - cos(x)) =
107" =
Luego,

log (sin(x) + cos(x))
log (sin(z) + cos(z)) =
log (sin(z) + cos(z)) =

sin(z) + cos(z) =

(sin(z) + cos(z))® =

sin?(x) + cos?(z) + 2sin(z) cos(z) =

n
10
2
n
(Vi)
n
10

Utilizando la identidad fundamental sin®(x) + cos?(z) = 1 y el hecho de que
1

sin(z) cos(x) =

obtenemos 1 + 2 (%) =

10’

15> 1o que implica que



