DORADO ACADEMY

Invitational Math Competition
2017

January 27, 2017
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Problema. Encuentre todos los pares de niimeros naturales (a,b) con a < b tales que

Explique.
Problem. Find all pairs of natural numbers (a,b) with a < b such that

Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Dorado Academy, 2017 Tiempo : 5 mins.

Problema. Encuentre todos los pares de niimeros naturales (a,b) con a < b tales que

Explique.

Problem. Find all pairs of natural numbers (a,b) with a < b such that

Explain.

Solucion.

111
a b 6
b+ a B 1
ab 6
6a+6b = ab

0 = ab—6a—6b
36 = ab— 6a —6b-+ 36
36 = (a—6)(b—6)

Examinando los divisores positivos de 36 (que son nueve, a saber, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36),
obtenemos la tabla siguiente:

@=6) (=0 PR
1 36 712
5 13 Y
3 12 — 9 18
1 9 10 15
6 G 2] 12

Los pares de nimeros naturales son: |(7,42), (8,24), (9, 18), (10, 15), (12,12).




Valor : 10 ptos.

Mesa #

Dorado Academy, 2017 Tiempo : 5 mins.

Problema. Encuentre el valor exacto del producto,

(VIT+ VI3 4+ VIT) (—VIT+ VI3 + VIT) (VIT = VI3 + VIT) (VIT + VI3 - VT7)

Explique.
Problem. Find the exact value of the product,

(VIT+ VI3 4+ VIT) (—VIT+ VI3 + VIT) (VIT = VI3 4+ VI7) (VIT + VI3 - V17).

Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.

Dorado Academy, 2017 Tiempo : 5 mins.

Problema. Encuentre el valor exacto del producto,
(VIT+ VI3 + VI7) (—VIT+ VI3 + VIT) (VIT = VI3 + VIT) (VIT+ VI3 - V7).

Explique.

Solucion.

Sean

A:<\/ﬁ+\/ﬁ+\/ﬁ) B:<—\/ﬁ+\/ﬁ+¢ﬁ>,
C=(VII-VI3+VIT) D= (VII+VI3-VT7).

Entonces A- By C - D son diferencias de cuadrados, a saber,
2 9 2 2
A.B:[w@m) _m} y c.D:[m _(m_m)].
Asi que,
i 2 2 ) 2
A-B-c.p ~ |(VB+VT) _mHm _(m_m)]
- '13+2\/E¢1_7+17—11}-[11—17+2\/E¢1_7—13}

— [oviz 17+ 19} : [2\/13 17— 19}
= 4-13-17-19°

= 884 — 361 = 523
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Problema. Sean (z1,y1) y (x2,y2) las soluciones del sistema de ecuaciones

l0gy5(2) +10ggu(y) = 4
log,(225) —log,(64) = 1 °

Encuentre logs, (z1 - y1 - x2 - y2). Explique.

Problem. Let (z1,y1) and (x9,y2) be the solutions to the system of equations

108905(7) + loggy(y) = 4
log,(225) —log,(64) = 1 °

Find logs, (1 - 41 - @2 - y2). Explain.



Mesa # Valor : 10 ptos.
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Problema. Sean (z1,y1) y (x2,y2) las soluciones del sistema de ecuaciones

l0gy5(2) +10ggu(y) = 4
log,(225) —log,(64) = 1 °
Encuentre logs, (z1 - y1 - x2 - y2). Explique.

Solucion.

Sean
R = 10g225($) y S = 10g64(y>

De la férmula de cambio de base, obtenemos que,

B log,, (b) 1

tog (b) = logy(a) N logb(a)‘

Asi que el sistema es equivalente a,

{R+S:
1_1 _ 1"
R~ S

Este sistema nos lleva a la cuadratica R? — 6R + 4 = 0. Cuyas soluciones son R = 3 £ NG
Asi que , S =17 /5. Por lo tanto,

108y95 (1 * T2) = 10gggs (1) + l0oggys (22) = (3 + \/§> + (3 - \/§> = 0.

loges (Y1 - y2) = 1oggs (y1) + logey (y2) = (1 - \/3> + (1 + \/3> = 2.

Por lo tanto,
Ty -xy =225 =152y oy -y, =642 =22

Finalmente,
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Problema. El diagrama muestra 20 circulos congruentes en 3 filas y dentro de un

Problem.

rectangulo. Los circulos son tangentes el uno al otro y a los lados del rectangulo
como se ilustra. La razén del lado mas largo del rectangulo al lado mas corto
VP —4q

5 donde p y ¢ son enteros positivos.

se puede expresar de la forma
Encuentre p + q. Explique.

The diagram shows 20 congruent circles in 3 rows and enclosed in a rectangle.
The circles are tangent to one another and to the sides of the rectangle as
shown. The ratio of the longer side of the rectangle to the shorter side can be

VD —q

, where p and ¢ are positive integers. Find p + ¢. Explain.

written as

2
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Problema. El diagrama muestra 20 circulos congruentes en 3 filas y dentro de un
rectangulo. Los circulos son tangentes el uno al otro y a los lados del rectangulo
como se ilustra. La razén del lado mas largo del rectangulo al lado mas corto

VP — 4

2

se puede expresar de la forma , donde p y ¢ son enteros positivos.

Encuentre p + q. Explique.

Solucion.

Sea r el radio de los circulos. Entonces el lado mas
largo del rectangulo mide 14r. Considere el tridngulo
equilatero formado por los centros de tres circulos adya-
centes (como los ilustrados a la derecha). Este tridngulo
tiene lado 2r. Sean h la altura de este triangulo y ¢ la
medida del lado mas corto del rectangulo que contiene a
los circulos. Por el teorema pitagérico, h = v/3 -7 y el
lado mas corto del rectangulo mide

€:2h+27’:2\/§7’+27’:27’(\/§+1).

Por hipétesis,

14r VP —q
2r (V3+1) 2

7 VP —4q
(V3+1) 2

Racionalizando,

7 7 1@—1]_7@—7

(V3+1)  (VB+1) |VB-1 2

Por lo tanto,
V3=\p = p=49-3=147 vy q¢=T.

En fin, [p+q =147+ 7 = 154.|
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Problema. Sea F(z) = Z& para todo ntimero complejo z # i. Defina, recursivamente,

Problem.

T i
una sucesiéon de ntmeros complejos {z,} como sigue: zy = ﬁ + 1 y para cada

natural n > 1, sea z, = F(z,-1). Calcule el término 2507 de la sucesion.
Explique.

Let F(z) = i—fz for each complex number z # i. Define, recursively, a sequence
of complex numbers {z,} as follows: zy = 3= + i and for each natural n > 1,
let z, = F(z,-1). Compute the term 25917 in the sequence. Explain.
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Problema. Sea F(z) = % para todo ntimero complejo z # i. Deﬁna recursivamente,

una sucesion de ntimeros complejos {z,} como sigue: zy = 137 + 1 y para cada
natural n > 1, sea z, = F(z,-1). Calcule el término 2507 de la sucesion.
Explique.

Solucion.

Afirmamos que F'®)(z) = F(F(F(z))) = z para todo z # i. Esto implicarfa que,
Zkes3 = F(2ka2) = F(F(2k11)) = F(F(F(2x))) = 2 para todo k. Primeramente, note que

(1) (1 . , .
i (40049 _ 142i-1 _ ; Para demostrar nuestra afirmacion
1—i (1—4)(142) 2 ’

F(F(F())) = F(F (”?))

Z—1

32)
((roeiemn
(s

(i

= F

B

I
T

z+1+ 21+ 1
z24+1—2z1—1

7 (z+ 1)( 1+z)

z—l 1—1

_ F<Z+12’>
z—1

it Al a4ldz-1 22

g o o _—:Z
iﬂ —1 i—ﬂ—l z4+1—2+1 2

Por lo tanto,

== +t)+i =+ _
20017 = 2367241 = 21 = F (29) = Ei ; — = 137L =14 2744.
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Problema. Cierto conjunto finito S de ntmeros reales distintos satisface las siguientes
propiedades:

(i) La media de SU{1} es 13 menos que la media de S.
(ii) La media de S U {2001} es 27 més que la media de S.

Encuentre la media de S. Explique.

Problem. Certain finite set S of distinct real numbers satisfies the following properties:
(i) The mean of S U {1} is 13 less than the mean of S.
(ii) The mean of S'U {2001} is 27 more than the mean of S.

Find the mean of S. Explain.
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Problema. Cierto conjunto finito S de ntmeros reales distintos satisface las siguientes
propiedades:

(i) La media de SU{1} es 13 menos que la media de S.
(ii) La media de S U {2001} es 27 més que la media de S.

Encuentre la media de S. Explique.

Solucion.

Sean y la media de S'y n la cantidad de niimeros reales en S. Entonces, por la informacién
dada obtenemos dos ecuaciones,

n-p+1

n-p+2001
n—+1 — K

+ 27.
n+1

=p—13 vy

Restandole 40 a la segunda ecuacién y luego utilizando la primera ecuacion,

n - p+ 2001
—— 40 = 27) — 40
i (1 +27)
. 1+2
n- o+ +000_4O _ 13
n+1
n-,u—|-1+2000_40 _ n-p+1
n+1 n-+1 n-+1
2
000 _ 40
n+1

Esto implica que n = 49. Sustituyendo este valor en la primera ecuacién obtenemos,

49 -pn+1

— 13
50 a

490 +1 = 504 — 650

o= 651
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Problema. Tres de los vértices de un cubo son P = (7,12,10),Q = (8,8,1)y R = (11, 3,9).
., Cual es el area superficial del cubo? Explique.

Problem. Three of the vertices of a cube are P = (7,12,10), Q@ = (8,8,1) and R =
(11,3,9). What is the surface area of the cube? Explain.
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Problema. Tres de los vértices de un cubo son P = (7,12,10),Q = (8,8,1)y R = (11, 3,9).
., Cual es el area superficial del cubo? Explique.

Problem. Three of the vertices of a cube are P = (7,12,10), Q@ = (8,8,1) and R =
(11,3,9). What is the surface area of the cube? Explain.

Solucion.

Note que,

PQ = /(8—T7)2+(8—-12)2+ (1 —10)2=+/98

PR = /(11 -=7)2+(3—-12)2+ (9—10)2 = /98

QR = /(11 —8)2+(3—8)2+(9—1)2=+098

Asi que APQR es un triangulo equildtero. Esto im-
plica que todos los lados del triangulo APQR son dia-
gonales de las caras del cubo. Sea /¢ el lado del cubo.
Entonces, por el teorema pitagdrico,

20° = 98

? = 49

Asf que, £ = 7. Por lo tanto el drea superficial del cubo es |6/2 = 6 - 49 = 294.
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Problema. Suponga que a, b, ¢ es una progresion geométrica creciente de enteros positivos.
Suponga que

logg(a) + logg(b) + logg(c) = 6,
y que b — a es un cuadrado perfecto. Encuentre a + b+ c. Explique.

Problem. Suppose that a,b,c is an increasing geometric sequence of positive integers.
Suppose that

logg(a) + logy(b) + logy(c) = 6,
and that b — a is a perfect square. Find a + b + ¢. Explain.
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Problema. Suponga que a, b, ¢ es una progresion geométrica creciente de enteros positivos.
Suponga que

logg(a) + logg(b) + logg(c) = 6,
y que b — a es un cuadrado perfecto. Encuentre a + b+ c. Explique.

Solucion.

Como a, b, ¢ es una progresion geométrica
a=ab=ar c=ar’
donde r = % es la razén comun. Dado que,
logg(a) + logy(b) + logy(c) = 6,
Esto implica que, logg(abc) = 6. Asi que, abc = 6°. Note que,

Vabe = Va - ar - ar? = Vadr3 = ar = b.

Esto es, b es la media geométrica de los nimeros a, b, c. Por lo tanto, b = vabc = 62 = 36.
Ahora bien, b — a es un cuadrado perfecto, lo que implica que b — a = 36 — a = m? para
algiin entero m. Examinando las posibilidades:

m | a=36—m? a |b=ar|r=2%]c=ar
1 35 35| 36 3 16
2 32 . 32 36 2 g
3 27 27| 36 5 48
4 20 20 | 36 2 a2
5 11 11| 36 3 2%

La tnica posibilidad que nos da una progresién geométrica de enteros positivos es

a=27,b=36,c=48.

Por lotanto,‘a+b+c:27+36+48:111.‘
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Problema. En el diagrama, O es el centro del circulo, AN es tangente al circulo en A, P
estd sobre el circulo y PN es perpendicular a AN. Si AN =15y PN =9,
determine el radio del circulo. Explique.

Problem. In the diagram, O is the center of the circle, AN is tangent to the circle at A,
P lies on the circle, and PN is perpendicular to AN. If AN = 15and PN =9,
determine the radius of the circle. Explain.

S

SN
=2
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Problema. En el diagrama, O es el centro del circulo, AN es tangente al circulo en A, P
estd sobre el circulo y PN es perpendicular a AN. Si AN =15y PN =9,
determine el radio del circulo. Explique.

Problem. In the diagram, O is the center of the circle, AN is tangent to the circle at A,
P lies on the circle, and PN is perpendicular to AN. If AN = 15and PN =9,
determine the radius of the circle. Explain.

Solucion.

Una el centro O a P con un segmento
de recta y dibuje una perpendicular a
OA a través de P y Q. Como OA y
PN son perpendiculares a AN y P(Q) es
perpendicular a OA, entonces QPNA O
es un rectangulo. Por lo tanto, QP =
AN =15y QA= PN =09.

Como O es el centro del circulo y A,
P estan en la circunferencia, entonces A N
OA=0OP=r. Como OA=ry QA=
9, OQ =r — 9. Entonces como AOQP
es un trangulo rectangulo con angulo recto en (), por el teorema pitagorico

oP* = 0Q*+ QP
rt = (r—9)"+15°
r? = r?*—18r +81+225
18r = 306

r = 17

Por lo tanto, el radio del circulo es 17.
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Problema. Dado que
tan(x) + tan(y) =25 y que cot(z) + cot(y) = 30.

Encuentre tan(x + y). Explique.
Problem. Given that

tan(x) + tan(y) = 25 and that cot(z) + cot(y) = 30.

Find tan(z + y). Explain.
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Problema. Dado que
tan(x) + tan(y) =25 y que cot(z) + cot(y) = 30.

Encuentre tan(z + y). Explique.

Solucion.

cot(z) + cot(y) = 30

1 1
tan(x) - tan(y) 30
tan(z) +tan(y)
tan(z) tan(y) 50
25
tan(r) tan(y) 30
tan(x) tan(y) = g_?) = %

Por la férmula de la tangente de una suma,

tan(z) + tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)




