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Homotopia

En topologia, y mas precisamente en topologia algebraica, dos
aplicaciones continuas de un espacio topologico en otro se dicen
hométopas (del griego homos = mismo y topos = lugar) si una de
ellas puede "deformarse continuamente” en la otra.
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Definicion formal

Dos aplicaciones continuas f, g : X — Y se dicen hométopas si existe otra aplicacion (continua también)

H: X x[0,1] = Y tal que:
H(z,0) = f(z)
H(:I}, 1) = g(.’l))

Un ejemplo importante son las diferentes clases (de homotopia) de mapeos del circulo a un espacio X
St X
la estructura resultante es el importantisimo grupo fundamental.
= Si dos aplicaciones fy g son homotopas, se escribe f = g; lo que significa esta relacion es

efectivamente una relacion de equivalencia sobre el conjunto de aplicaciones continuas de
X en'Y, Las clases de equivalencia se denominan clases de homotopia de aplicaciones.1

Tipo homotopico

Se dice que dos espacios X, Y tienen el mismo tipo de homotopia, si existe un par de aplicaciones X—Y

y Yi)X tales que go fy f o g son hométopas a Idx y Idy respectivamente.


https://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:RM-Homotopia-1.gif
https://es.wikipedia.org/wiki/Topolog%C3%ADa
https://es.wikipedia.org/wiki/Topolog%C3%ADa_algebraica
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_matem%C3%A1tica
https://es.wikipedia.org/wiki/Continuidad_(matem%C3%A1tica)
https://es.wikipedia.org/wiki/Espacio_topol%C3%B3gico
https://es.wikipedia.org/wiki/Idioma_griego
https://es.wikipedia.org/wiki/Continua
https://es.wikipedia.org/wiki/Grupo_fundamental

Suele ser utilizado el simbolo: f ~ g, para indicar que los objetos fy g son hométopos.

Como ejemplos, una 1-esfera y un toro solido tienen el mismo tipo de homotopia. Un espacio topolégico
que tiene el mismo tipo de homotopia que un conjunto unitario se dice contractil.

Usos

Teorema fundamental del algebra

La homotopia es la fuente de muchas demostraciones. Un ejemplo famoso es el Teorema fundamental del
algebra, que indica que cualquier polinomio no constante con coeficientes complejos tiene al menos una

raiz en C*4 .

Para demostrarlo, consideramos un polinomio unitario P que no tiene raiz en C y probaremos que su grado
n es cero. Para cada r real positivo , definimos el bucle a;, mediante :

P(rexp(2rit))/P(r)

Vte[0,1] oar(t) = |P(r exp(2rit)) /P(r)|

Por definicién, o, es un bucle definido en el circulo. Sir es igual a 0, obtenemos el bucle constante igual a
1. Como la funcion que asocia a,( t) con r y t es continua, todos los bucles o, son homotopicos en un
punto.

Sea (q;) la secuencia de los coeficientes de P y p un numero real mayor que 1y que la suma Xlq;| de
modulos de coeficientes de P . Si z es un complejo de médulo p,

(1) 2" =p" > (Jao| + -+ |@an1])p™ " > |ao + @12+ -+ ap_12" |

Definimos el polinomio P y el bucle 3, mediante:

P, (pexp(2rit))/ Ps(p)
| P; (p exp(2nit))/ Ps (p)|

Las desigualdades (1) muestran que si | s | < 1, el polinomio P; no admite una raiz de médulo p por lo que
el bucle 3¢ esta bien definido. El bucle B, realiza n vueltas alrededor del origen, segun el parrafo anterior.
Dado que la funcion que asocia B 4(t) con s y t es continua, este bucle B, es homotopico a f; = «,. Como

P,(2) =s(ag +a1z+ - +a,12" 1)+ 2, Vte[0,1] B(t) =

este tltimo es homot6pico en un punto, es decir que hace 0 vueltas alrededor del origen, n es igual a 0.

Grupo fundamental

Si X es un espacio topolégico, podemos componer dos bucles de la misma base p (es decir, del mismo
origen y del mismo final p ) a; y a, construyendo un bucle que primero atraviese la trayectoria de ay ,

luego el de ay. Esta composicion es compatible con la relacion de equivalencia que es homotopica a.
Cociente de esta relacion de equivalencia, obtenemos una estructura de grupo denominada grupo

fundamental o grupo de Poincaré.? Esta nocién se generaliza y permite definir una infinidad degrupos de
homotopia.
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https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_fundamental_del_%C3%A1lgebra
https://es.wikipedia.org/wiki/Polinomio

Este grupo esta en el origen de las manifestaciones. Uno de los mas famosos es el del Teorema del punto
fijo de Brouwer en la dimensién dos, que indica que cualquier mapa continuo del disco en si mismo admite
un punto fijo.
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